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SOLUTION 

D’UNE QUESTION TRES DIFFICILE DANS LE 

CALCUL DES PROBABILITES. 

far M r. EULER. 


X. 

C ’eft le plan d’une lorrerie qui m’a fourni ceîte queftîon, que je me 
propofe de développer. Cette lotrerie étoit de cinq dalles, 
chacune de 10000 billets, parmi lesquels il y avoir 1000 prix dans 
chaque datte, & par conféquent 9000 blancs. Chaque billet devoir paf* 
fer par toutes les cinq claflesj & cette lotterie avoit cela de particulier 
qu’outre les prix de chaque clafte on s’engageoit de payer un ducat à' 
chacun de ceux dont les billets auroient pafTé par toutes les cinq 
clafles fans rien gagner. . On voit bien que cette derniere dépenfe, à 
laquelle la Lotterie s’engage, eft très incertaine, vu qu’il fèroit pottî- 
ble d’un côté, que tous les prix dans chaque clafle tomba (Tent fur les 
mômes numéros, & dans ce cas il y en auroit 3000 à chacun desquels 
il faudroit un ducar. Or, de l’autre côté, d tous les prix des cinq 
dattes romboient fur des numéros différens, il y auroit en tout f ooo- 
billers gagnans, & autant de perdans, de forte que dans ce cas ladire 
dépcnfè ne monteroir qu’à 5000 ducats. L’un < 5 c l’autre de ces deux 
cas étant presque moralement impoflîble, la quéftion eft de détermi- 
ner le nombre des ducats que la lotterie fera probablement obligée de 
payer. Pour cet effet il faut faire un dénombrement parfait de tous 
les cas pôflibles,. pour chaque nombre de ceux qui perdront dans tou** 
tes les cinq dattes, depuis le plus périt de jooojufqu’au plus grand 
de $000. 

■2. Pous 


Nn 3 


& 286 # 


2. Pour rendre cette recherche & plus générale & plus lumi- 
neufe , je poferai 


i°. Le nombre des clafles de la lotterie 
2 0 . Le nombre des prix dans chaque clafle 
3°. Le nombre des billets blancs de chacune 
4°. Donc le nombre de tous les billets 


k. 

». 

m. 

m -}— ». 


Chacun de ces m -4- » billets pafle par toutes les k clafles, dans 
chacune desquelles il gagnera ou perdra ; & s’il arrive qu’il ne gagne 
rien dans toutes les clafles , alors il jouira du bénéfice mentionné 
dHin ducat. Il s’agit donc d’eftimer félon les réglés de la proba- 
bilité le nombre des billets quipafleront par toutes les clafles fans rien 
gagner ; & d’abord, pour connoitre les limites de ce nombre , fuppo- 
fons que tous les prix de chaque clafle tombent fur les mêmes billets: 
dans ce cas donc il n'y aura que n billets qui gagnent , & tous les au* 
très, dont le nombre eft “ m , feront dans le cas de recevoir un du- 
cat, de forte que cette dépenfe eft de m ducats pour le fond de la lotte- 
rie, & c’eft la plus grande poflîble. Or elle fera la plus petite lorsqu’il 
arrivera que tous les prix de chaque clafle tombent fur des billets dif- 
férens : dans ce cas le nombre de ceux qui gagnent en quelque clafle 
que -ce foit, fera ~ Æ», & partant le nombre de ceux qui perdent 
; — . m -H » — kn “ iw — (Æ — 1) ». Tar conféquent la 
dépenfe dans ce cas ne fera que de m — (Æ — 1)» ducats, en 
fuppofànt que le nombre m eft plus grand que ( k — 1)»: car 
s’Ü lui étoit égal, ou même plus pair, cette dépenfe fè réduiroit à rien. 


3. Voilà donc la queftion dont il faut chercher la fblution. Il 
s’agit de trouver , parmi tous les cas poffibles , ceux où le nombre de 
ceux qui perdent dans toutes les k clafles fera, ou *», ou m — r, 
ou m — a, ou m —— 3, ou m — 4 &c. jufqu’à m — 
(k ■ — x) ». Enfùite on fait par les réglés de la probabilité, que 
chacun de ces sombres divifé par le nombre de tons tes cas poflibles 

exprime 
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exprime la probabilité que ce cas exifte, laquelle fera d’autant plus 
grande qu’elle approche plus de l’unité; & fi elle devenoit égale à 
l’unité, ce feroit une marque d’une entière certitude. Cela arrive 
dans le cas d’une feule clafle, où k “ J, attendu que le nombre des 
perdans eft alors certainement “ m % & l’exprefiion pour la probabi- 
lité devient alors ~ i , ou bien elle marque une certitude entière. 
Mais, fi la lotterie eft compose de plufieurs claflès, de forte que 
k > i , on aura toujours plufieurs cas à développer, félon que le 
■ nombre de ceux qui perdent dans routes les claflès eft, ou ou 
m — i, ou m— — 2, ou m — 3 Ôte. juiqu’à m — (k 1)»: 
ôc ayant trouvé la probabilité de chacun de ces cas, puisqu’il faut de 
toute néceflïré que quelcun d’eux exifte , il eft évident que la fomme 
de toutes ces probabilités ensemble eft égale à l’unité ou à la mefure 
d’une certitude entière. Cette propriété fèrt d’ailleurs à vérifier les 
foluiions qu’on donne des queftions pareilles; mais ici elle me fervira 
à trouver la folution même du problème propofé, & je doute fore 
que ftns ce fecours on y puifle réuflïr. 

4. Je fuppofe d’abord qu’on ait déjà tiré la première clafle, Ôc 
que les prix foient tombés fur les billets marqués A, 13 , C, D, E ôte. 
dont le nombre eft rr ». Maintenant, en paifant à la fécondé clafle, 
où il y a encore » prix, le nombre de toiis les billets étant ~ m + », 
je remarque que le nombre de toutes les variations poflibles parmi les 
» billets auxquels les prix font attachés, fans avoir égard à leur ordre, 

„ (/» -f- ») ( m -}— h 1 )(*»-}— » 2) (/» — ( — 1 ) 

1. 2. 3. n 

ôc fi l’on veut aufli avoir égard à la diverfité de l’ordre iuivant lequel 
ils ibrtent fucceflivement , on n’a qu’à omettre le dénominateur, Ôc le 
nombre de tous les cas poflibles fera ” (m 
(m; » — 2) . . , . (m — |— i). Or, confidérant atiflï 

la diverfité de l’ordre, le nombre de tous les cas où les prix fe ren- 
contrent avec les mêmes billets A, B, C, D Ôcc. qui ont gagné dans 
la première clafle & dont le nombre eft “ », eft exprimé ainfi 

x. 
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3. 4 ff. Donc, pour que les prix de la fécon- 

dé claife tombent fur les mêmes billcrs que dans la première, la pro- 
babilité eft ZZ 


I. 2 . 3. 4 n 

(*» + i) (m + s) («1 + 3) . - . . («r -+- 

& que la meme chofe arrive suffi dans la troifieme, la probabilité eft 
égale au quarré de cetee expreffion, dans la quatrième au cube, & 
ainfi de fuite. Par conféquenr, que dans toutes les k clafles les prix 
tombent fur les mêmes billets, la probabilité fera ZZ 


c 


I. 




.(» -h 0 + 2 )(^+ 3) 


• n 
(w - 1 — 



5; Je remarque fur cette expreffion , 1 °. que le nombre de 
toutes les variations poffibles par rapport aux billets qui fe ren- 
contrent avec les prix, dans toutes les claffes enfcmble, eft “ 
((« 1 ) (w 2 ) { m 3) • • • • ( m 

en tenant suffi compte de la diverfité dans l’ordre où les billets qui 
gagnent, fortent fucceffivement ; enfuire a que le nombre de toüs 
les cas poffibles que précifement les billets marqués A, B, C, D &c. 
■ie rencontrent avec les prix dans toutes les claffes , eft 

(1. 2. 3. 4 . * ■ . • . r) 1 

de forte que ce nombre divifé par celui-là exprime la probabilité que 
ce cas exifte, comme je viens de le trouver. Mais la remarque la plus 
effentielle, qui me conduira au but propofë, confifte en ce que le 
nombre de tous les cas poffibles , où dans toutes les k clafles les prix 
fe rencontrent avec-les mêmes billcrs marqués A, Jî, C &c, dépend 
uniquement 1 0 du nombre des prix », ou bien de celui des billets 
A, .B, C, D &c. qui ont gagné dans la. première claffe, & 2 0 . du 
nombre des claffes k de la lotterie; de forte que le nombre des au- 
tres billets, qui eft ZZ m, n’entre point du tout en confidèration; ou 
bien, quelque grand que foit le nombre de tous les billets, le nombre 

des 
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des cas qui font gagner les memes billets dans toutes les clartés demeu- 
re-toujours le même. Qu’on n’oublie point que je parle ici toujours 
de toutes les variations polfibles, tant dans les billets même que dans 
leur ordre. 

6. Pofbns pour abréger 

((m -f— i ) («< — j— 2)(m - 4 — 3 ) . l . («-(-»))*- — M, 

& (i. a. 3. 4 • • *0*“’ — a, 

& le nombre des cas où le nombre de ceux qui perdent dans tou- 
tes les clartés foie Z^ m, fera zz a, Ôc la probabilité que quelqu’un 

de ces cas exifte fera ” ~. Maintenant je parte au fécond cas, 

où le nombre de ceux qui perdent dans toutes les clartés efl ZZ vi 

1 ; &je remarque qu’outre les billets marqués A, B, C, D &c. 

qui ont gagné dans la première dafle, il faut que l’un des autres, dont 
le nombre cfï ZZ gagne suffi dans une ou plufieurs des autres 
clartés; puisque ce bonheur peut arriver à chacun des m billets, le 
nombre de tous ces cas fera exprimé par-£«*, où S ne renfer- 
me plus le nombre m , mais dépend uniquement des combinaifors 
avec les autres billets qui gagnent dans les clartés fuivsntcs. De la 
même maniéré pour le troifiemc cas; où le nombre de ceux qui per- 
dent dans toutes les clartés efl m m — 2, il faut combiner deux 
billets de ceux qui ont perdu dans la première, qui recevant m(in — 1) 
variations, le nombre de tous ccs cas aura cette forme ym (.« — 1). 
Pour le quatrième cas," où le nombre des perdans par toutes les clartés 
efl ZZ » — 3 , le nombre de tous les cas poffibles fera ” 
— - 1) (m — 2); 6c ainfi de fuirc pouç les cas fuivans où 
le nombre de perdans dans toutes les clartés efl gu m ■ — - 4 , pu 
m — s, ou vi — 6 Sic. jufqu’à m (A — 1)/;. 

7. Pour voir d’un coup d’oeil toutes ces fuppoficions , je les 
repréfenterai de cette façon; 

■ Mi, u. d'V/tai t Totii. XXV. 
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Nombre 

Nombre 

Probabilité 

de ceux qui 

de tous les cas où cela 

que quelcun de ces cas 

perdent 
dans routes 

arrive. 

exifte. 

les claffes. 



m 

M 


K* 

M 

m— 1 

G m 

Gm 


- 

M* 

m — 2 

ym (m — 1) 

y*a (ct— i) 

M 

fa— 3 

6 m (m — i)(« — 2) 

( m — 1 ) (fa — 2) 

M 

« 1—4 

* 

ïot («ï— 1) («i—a) (fa— 3) 

* 

tm (m — 1) («i — a)(m — 3) 

M 

• 

• 

* 

«— (é— 1)» 

* 

* 

1) . . . (tn—kn + » -f 1 ) 

* 

• 

««(*»— 1 ) . . . (*»— Æ»*f » -f 1 ) 

M 


où pour abréger j’ai pofé 

M = ((m -f- i) (i m -f- a) (m -f- 3) . ! ; . (m~\- w)) 6- '. 

Ayant déjà trouvé la première valeur 

« = (1/ 2. 3. 4 . . . . » y ~% 

tout revient à chercher les valeurs des lettres- foivantes G, y, d, r &c. 
ce qui fe pourroit faire fuivant les principes de la combinaifon & va- 
riation; mais cela demanderoit des recherches fort épineufes & en- 
nuyantes» qu’on auroie même bien de la peine à pouffer fi loin qu’on 

en 
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en pût découvrir la loi de la progreffion : encore une telle loi conclue 
uniquement par induftion fcroir fort fujctte à caution. 

g. Mais la confédération que toutes ces probabilités enfèmble 
doivent être égales à l’unité, nous fournit une route fore aifee pour 
déterminer toutes ces quantités et,. £, y, 3 -Sc c. Nous n’avons qu’à 
fàtisfaire à cette équation: 

M ” a - 4 - Çm - 1 - ym (m — i) -4“ 8m (m — i) (m — 2 ) 
-4- em {m — 1) {m — 2) (m — 3) &c. 

en obfervant que les quantités et, £, J, f &c. ne dépendent point du 
nombre w, mais qu’elles fonr uniquement déterminées par les deux au- 
tres » & k. Voici de quelle maniéré on doir conduire le raifonne- 
ment pour arriver à ce bur. Puisque cetre équation doit toujours 
avoir lieu, 'quelque valeur qu’on donne au nombre w, pofons d’abord 
m “ o , & nous aurons 

(t. 2. 3 • • • • a)* -1 “ 


d'où nous tirons la même valeur pour a, que je lui ai aflîgnée au- 
paravant. Pofons enfuite pour m fucceffivcmcnr les nombres r, 2, 
3, 4 &c. pour avoir ces équations 


(2.3.4 • • 

• • («+0)‘- 


(3 4.5 • • 

(”+*»*-' 

~ et + 2 £ 4 " 2 y> 

(4.5.6 . . 

• • (»+ 3 )) 1 -' 

1 — «4-3^4 6 y 4 - 6 $ 

(5.6.7 . . 


1 — “ + I2y+ 24<Î4- 245, 

(6.7.8 . . 

• • ("+S»*- 

— a + 5 ^+ 2 °y + ^oi4-I20f-f-I20^ 


&c. 


d’où Ton tirera fans difficulté fucceffivemcnt les valeurs de toutes les 
lctrres £, y, 8 , e, f &c. jufqu’à la dernière w , qu’on trouvera aife- 
ment être “ 1 , puisque le nombre des cas où tous les prix tombent 
fur des billets différens cft 

*(»- 0 (» — s) (iw — 3) .... («-(*- 

Oo 2 ' q 
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ÿ. Soir, pour abréger,. la valeur de M, en y pofànt en générai 
m n \ indiquée de cerie forte, Mî*), Ôc nous aurons 

M (c) ~ a, 

M co — a -H g, 

M Cï> — a i g -f- 2 y, 

M oï — a — }— 3 5 — |— 6 y *4“ 6<£, 

, M ( 4 j — a -f- 4? 1 2 y «-J - 24^ -f- 24*, 

&c. 

d’où prenant les différences: 

M co M Co> ~ g, 

M co — M w = g + 2 y, 

M (3 > — M ( ° = g -H 4 y 4 - «J, 

M UÎ — M î3> ” g *+- Gy * 4 - 18 $ H— 24#, 
ôcc. 

Ôc les fécondes différences feront: 

M Cï> — 2M (i) -H M w rr 2y, 

M Cî) — :M W -H M co = 27 + 6 $, 

M C4> — iM 8) ~ 2 y -f— 12$ * 4 “ 24», 

ôcc. 

de plus les troiiïemes différences : 

M <3) — 3M (1> -H 3M c,) — M <n> — 6 d, 

M (4> — 3 M (3> -4- 3 M t5) — M (0 — 6 S - 4 - 24*, 

Ôcc. 

ôc les quatrièmes: 

m' C4 > — 4 M< 3 > -4- 6M W -4- 4M C1) *4- M fc > rr 24*, 

Ôcc, 

Sur la continuation de ces différences il ne fauroit y avoir aucun dotire. 


10 
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10. Toutes ces valeurs M ft> , M 10 , M <a> &c. dérivées de 
M ~ {{m 1) (ni -H 2) (m - 4 - 3) ... . (w -H »))*“* 

étant connues & indépendantes du nombre m t les quantités a, £, y, 
S &c. qui renferment la foludon de notre queftion, feront détermi- 
nées ainii: 


a zz M ftî , 

__ — M (c > 

S _ — , 

_ M w — iM (,! -H M w> 


__ m ( 3) — 3M (1) -h 3 M co — M w 

tf , 

I* 2* 3 

M (4) — 4M (3) -H — 4 M c,) 4* M cc) 

* — 1. 2. 3 . 4 ; » 

&c.' 


Or, parmi ces diverfes valeurs dérivées de M, ' nous connoiflbns les 
rapports fuivans: 
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1* première étant M Co) “ (i, 2. 3. 4 . 
par cene feule valeur M (0) , nous aurons 


n 




D’où, 


r=è i {(n--^T'--(c¥T+‘). 

^ a //»• f 1 g-f 2 «+JV- /«+ 1 «-t-zy - 1 

"" 1. 2. 3\\ 1 * 2 * .3 y 3 \“T * T/ 

+=(^r-'> 

f __ « // » ± 1 » "h a » H- 3 » -h 4 Y- 

" T |.2.3*4\\ 1 ‘ 2 ‘ 3 * 4 / 

- ( n “b_J n "4- a « -h 3\ k ~ l 

4 \ 1 ' » ' i / 

4. « ( g . -h - 1 . Lduy ' " 

_ 4 C' 1 ^) +'). i; 

dont la progreflîon eft également évidente. 

1 1. Pour mieux voir la nature de ces nombres a, £, y, <F &c. 
développons quelques cas particuliers, de fuppofons d’abord qu’il n’y 
ait qu’un feul prix dans chaque clafie , de for re que n “ 1, le nom- 
bre des claffes demeurant ~ /f 1 . Soit k — 7 t -f- 1 pour avoir 
Æ — 1 “ 7 r. Le nombre de tous les billers dans chaque clafl*e 
fera donc ” m — 1 — 1, & M ~ (/» — 1)* & partant 

M®=i; M (I) “2 y ; M Cl5 — 3^ M<s> =4 '. M (4 >— j^&c. 

d'où 


& 

d’où nous (irons les valeurs 



fi T“ I 

azz I 

a rz 1 

fizz r 1 

1 

fi := 1 

3 X — 2.2 X -f I 
y — 2 J 

I. 2 

j _ 4"-3-3 t +Î-2 x -i 

O O 

il 11 

N *0 

1. 2. 3 

_ j*-4.4*î(î.3 x -4.2 ,r fi 

11 m 

O O 

I. 2. 3.4 
&c. 


1 2. Soit maintenant le noml 
les deux autres nombres m & k “ 
Donc j puisque M n ( m -f- 

M ce) zr 2 * ; M (l > — 6% M 
& panant : 

a “ 2* y 

„ _ 6' “ 

* — J 

12™" 2. 6 r -j- 2™’ 

y — 

' I. 2 

, 2 o" 1 — 3 - 12^4 3-6’ r — 2 t 

I. 2. 3 

&c. 


« 


3 T ~2 

fi t— 3 

fi T “4 

fi wzry 

j 

a zz: 1 

a ~ 1 

a “ 1 

= 3 

e = 7 

ê=zi 5 

5 = 3 * 

— * 

y “ 6 

K 

11 

» 

y =50 

“ 0 

*-< 

11 

*0 

11 

M 

O 

O 

11 

_ *0 

— 0 

E ZO 

f 1 

6 “IJ 

“ 0 

î = 0 

0 

h 

*Va 



e des prix de chaque dafle n“2, 
ît -+- i demeurant indéterminés* 
(;æ ~f- 2) T , nous aurons: 


zz 12*"; M^ 3 ;zz 2o x &c. 


fi W " I 

fi 7 T ZZ 2 

fi y zz 3 

a zz 2 

a “ 4 

a zz: 8 

5=4 

s — 32 

[fi — 208 

y— 1 

h 

U 3 

OO 

y zz 652 

^ — 0 

J “ jï 

IN 

11 

€ “ O 

( “ 1 

f zz 188 

£ = ° 

î = 0 

11 

») = 0 

1 ] Z O 

9 = 1 
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13. Ji ferait inutile de développer plufieurs cas, puisque huit- 
termination des nombres a, £, y, Ô &c. demande roir des calculs 
trop embar rafla ns qui même, au bour du compte, ne nous fourniraient 
aucun éelairciflémen: fur la queftion dont il s’agir. D'üù l’on com- 
prend que, G l’on vouloir appliquer ces formules à l'exemple de la lot- 
terie rapportée au commencement, en fuppofant 

n ~ iooo, m rr 5000, & k ~ y, 

d’où réfulteroir ie nombre 


M rr (pool. pooa. 9003 
& ceux qui en font dérivés 


ioocc) 4 , 


M (0> — (1. 2. 3 . . . . iooo) 4 , 

M c,> := (2. 3. 4 . . . . 100 r) 4 , 

M w =r (3. 4. s . . . • 1002) 4 , 

M <,} — (4. 5* 5 . • . • 1003) 4 , 

on feroir obligé de s’enfoncer dans de terribles calculs avant que de 
parvenir à la connoiflance des nombres a, £, y, $ &c. dont la mul- 
titude monte à 4001. Enfuite il faudroit encore multiplier cha- 
cun de ces nombres par les coëfficicns alfignés au §. 7. pour avoir les 
nombres de tous les cas où chaque variété peut arriver. Et* enfin, 
ayant rrouvé rous ces nombres, il réitérait à divifer chacun par le 
nombre M, pour avoir la probabilité que le nombre de ceux qui 
perdent dans routes les dalles foit ou pooo, ou 8999 y ou 899% 
jufqu’à ce qu’on parvienne à 5000. 


14. H eft bien certain que perfanne n’entreprendra jamais cct 
immenfe ouvrage, dans la feule vue de répondre aux Entrepreneurs 
de la lot terie mentionnée, à combien ils doivenr probablement e Aimer 
la depenfe à laquelle ils s’engagent en promerrant un ducat à chacun 
de ceux qui n’auront rien gagné dans toutes les y clafTes. Donc, s’il 
’n'v avoir poinr d’autre moyen de faùsfaire à cette queflion, on ferait 

bien 
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bien obligé d'en regarder la folutîon comme moralement împofîîWej 
& il n'y auroit d'autre parti à prendre que de confeiller aux Entré* 
preneurs d’une pareille lotterie de s’en tenir à quelque nombre mi- 
toyen entre la plus grande fomme de 9000 ducats, 6c la plus pe- 
tite de 5000 ducats, qui conftituent les limites de cette dépenfe. 
Au refte, s’il ne s’agi floit que de tirer une feule fois cette lotte- 
rie, il ne vaudrait pas même la peine de fe livrer à ce travail, 
quand même il ne ferait pas fi difficile, puisqu'un feul coup ne fe 
réglé jamais fur la probabilité. Mais fi l’on vouloir répéter plu- 
fieurs fois de fuite cette même lotterie, la queftion deviendrait plus 
importante, puisqu’alors la dite dépenfe ferait , tantôt plus grande, 
tantôt plus petite: 6c ce n’eft que dans ce cas qu’on pourrait être 
alluré que le milieu entre toutes ces dépenfes approchera d’autant 
plus de la fomme déterminée par les réglés de la probabilité, qu’on 
répétera plus de fois le tirage de cette même lotterie. C’eft donc 
cette fomme moyenne que les réglés de la probabilité nous doi- 
vent découvrir. 

15. Or, quelque infurmontables que paroiflent les calcuk 
pour trouver cette fomme, il fe rencontre une certaine circonftan- 
ce heureufe, qui rend extrêmement facile l’exécution de tous ces 
calculs, de forte qu'on n’a pas même befoin de calculer les valeurs 
des nombres o, £, y, $ 6cc. On n'a qu'à s’en tenir aux formules 
générales données dans le §. 7. 6c puisque pour chaque nombre de 
ducats, auquel la dépenfe peut monter,' la probabilité cft comme 
il fuit: 


PP 
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qae la dépenfe foie 
de tant de ducais 


la probabilité 
eft 


vi 


m — i 

vt — z 


m 


3 


a 

M 


ëta 

W 


ym (w; — i) 

. M 

Sm (m — i) (m — 2) 
M 



0 » 


ww{m- — a) 


, . . (m — (Æ — 1)» -f 1) 

M . T 


la fomme de chaque dépenfè multipliée par la probabilité donnera la 
vraie dépenfe moyenne que nous cherchons, qui fera par conséquent nr 


— i)+y«(» — i)(w — 2} . . . — j) . . . (w — (k — i)n) 

- ^ — 


de je remarque que la valeur de cette' exprefîîon peur être efïïgnée fans 
qu’on ait befoin de développer, ni les nombres a, £, y, S Ôte. ni 
même le dénominateur M; ce qui eft fans doute un événement au- 
quel on ne pouvoir pas s’attendre. 


j 6. Ayant fait voir ci-deflus, que les nombres et, £, $ &c. 
ne dépendent pas du nombre w, & qu’ils doivent être tels qu’il foit 

a-j— § m — y vi (m 1) Sm (m — 1) (r/t — 2) — . . . . 

“ 4 - ww(w— i)(*s — 2) (ct — (/: — i)ff— 1 — 1) 

m M “ ((« -J~ 0 ( w 2 ) ( m -4~ f 0) k ~'i 
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s’enfuit d’abord qu’écrivant w — i au lieu de m, il Saut qu’il foît 
a+Ç/w— i)+y(m— 2 )+ .+«£»*— i)( m ~ (Æ-— ‘i)») 

— (»(*» + 0 0 »+.a) .....+ 

les nombres a, €, y, £ &c. étant les memes qu’aupar avant. Mais 
cette derniere expreflion * + £ (»/ — i) + y(«t — i) (;// — 2) &c. 

étant multipliée par m donne précifement le numérateur de la fraction, 
que nous venons cî’afligner pour la. quantité probable de ladépenfe: 

j, . , ,, r 1 1 )) k ~ t 

d ou nous concluons cette depentc — 77 — - — 7 — ; r -r— . 

((w f O (w + 2 ) . . . . (w f a)) *- 

/ M \ t— 1 

qui Te réduir évidemment à celle-ci ZZ «r j ~J , dont J 'ap- 


plication fè fera atfément à chaque cas propofé, Tans qu’on ait befoin 
de calculer ni les valeurs des lettres a, Ç y, S &c. ni le nombre M. 
yoilà donc, contre toute attente, une folutîon aufli fimple que belle de 
notre queftion,par laquelle nous connoifTons qu'en général, le nombre 
des clartés étant zz k y le nombre des prix de chaque clarté zz », & 
le nombre de tous les billets ZZ m -J— », la dépenfè en queÛioa 

doit être eftimée “ m 

\m — 1 — » 



17. Pour le cas de la lotterie décrite au commencement, oi 
k y, »■ ZZ 1000 & tn zz 5000, la dépenfè en faveur de 

ceux qui ne gagnent rien dans toutes les cinq clafTes doit être eftimée 
à 9000 (/s)* ducars, ce qui fait 59 o 4ï 0 o ducats, d’où l’on voit que 
ce milieu eft beaucoup plus proche de la plus petite limite yooo que 
de la plus grande 9000. 

Soit, pour donner un autre exemple, le nombre des clafTes en- 
core k Z y, le nombre des prix de chaque clafie » ZZ 8000, & 
celui de tous les billets m — f- » zz yooooj.donc m zz 42000: 
& quand on s’engage de payer aufli un ducat à chacun de ceux qui 

P P 2 pafTent 
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patient parles cinq clalTes fans rien gagner, cette dépenfè doit être, 
eftimee félon les réglés de la probabilité à 42000 (|ê) 4 , c’eft à dire, 
à 20510 ducats. 


1 8. En général, je remarque fur l’eftime de cette dépenfè que 
je viens de trouver ~ m , que quand il n’y aura qu’u- 

ne feule clrffè, elle 'fera in m auquel cas la probabilité devient une en- 
tière certitude. Mais, fi la lotterie eft compofee de 2clafTes, cctre dé- 


penfe eft rr ; — ; pour trois clnffcs elle devient 1= : — — , 

r m-\-n r ( m-\-ny 

pour quatre “ ^ & ainfi de fuite; de forte qq’elle décroît 

enraifon de m— f- nam pour chaque clarté de plus. Donc, fi le 
nombre des clartés étoit infini, cette dépenfé fé réduiroh à rien, quel- 
que petit que fuit le nombre des prix par rapport à tous les billets. 
Comme cette fimple formule vient d’être conclue d’un calcul extrê- 
mement embarrafle, il n’y a aucun doute qu’il n’y ait une autre métho- 
de fort fimple, qui y conduifé direélement fans aucun détour. En 
effet, la feule confidération de cette furrtiule nous fournit d’abord les 
raifonnemens qu’il faut faire pour y parvenir, que je vais mettre 
dans tout leur jour. 


15. On n’a qu’à parcourir fucceffivement toutes les clartés, en 
réflêchirtant que chaque clarté contient en tout m billets, parmi 
lesquels il y a n gains 3 c m pertes. Donc, la première clarté étant tiré», 
dy aura certainement m billets qui auront perdu; ceux-ci entrant dans 
la fécondé clarté, il eft probable qu’il y en aura quelques uns, qoi 
gagnent, & cela dans le-rappon du nomhre de tous 1 es billets -a» — ! — ^ 
au nombre-des prix v : donc, de ces m billets qui ont perdu dans la pre- 
mière clarté, il y aura probablement ru. — ^ — qui gagneront dane h- 


fécondé 


féconde dafTe , 3c partant le nombre de ceux qui partent par les deux 
premières clartés fans rien gagner, doit être eftimé rz m. - m 

Maintenant ces billets entrent dans la troifieme clarté, 3 c par la même 
raifon leur nombre entier fera à celui des billets qui perdront aulïi dans 
cette clarté comme tw-f” à w; par confisquent le nombre des billets qui 
paflérom par les trois premières clartés fans rien gagner, fera probable- 
ment ~ m ( — -- — ) . Par ce même raifbnnement on trouve que 
\m -\-nJ 

le nombre des billets qui paflérom probablement par quatre clartés fins 

rien gagner, fira “ m Ç— général, fi le nombre des 

clartés eft IZ le nombre des billets qui paflérom par toutes ces claf* 
fes fans rien gagner doit être fixé félon les réglés de la probabilité à 

m f ) ; & fi Ton s’engage de payer à chacun un ducat, cette 

V vi fi J 

dépenfe doit être eftimée à m — J ducats, ce qui eft précifé* 
ment la fomme que j’ai trouvée auparavant. 


20. Si cette route eft préférable à la première â caufi de fi fim* 
plicité, la première a d’autres avantages très coniîd érables en nous dé- 
couvrant en détail la probabilité, que la dépenfe égale précifiment une 
fomme donnée. Car, comme il n’eft pas même probable que la dé- 
penfe aétuelle foir la même que montre la probabilité, il eft très impor- 
tant que le dénombrement de tous les cas poflibles nous foit bien con- 
nu pour nous mettre en état de juger de la probabilité de chacun. Mais 
la derniere méthode a pourtant cet avantage fur la première, qu’elle peur 
être appliquée à des cas où toutes les clartés de la lorterie necomiennent 
pas le même nombre de prix j laquelle cir confiance rendroit presque 

Pp 3 im- 
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impoffible la première méthode. Cependant il faut toujours fuppofer 
que le nombre de tous les billets foir le même dans toutes les cUfies, 
puisque fans cette condition la queftion' dont il s’agit ne (suroît avoir 
lieu. Soit donc / le nombre de tous les billets de chaque clafTe, & po- 
ions le nombre de ceux qui perdent dans la première dafte ni w, dans 
la fécondé m w / , dans la troineme " ta?\ dans la quatrième ni 
& ainfi de fuite. Cela pôle, le nombre des billets qui perdront dans 
toutes les elaftés fera probablement: 

m f m' 1 tn >if t. n iy , m r 

0* y f y * y ■ y * y ■ ÜCCl 

jufqu'à ce qu’on ait parcouru toutes les elafles. D’où l’on voir’ que s’il 
y avoit une feule clafle où tous les billets gagnaffenr, quelqu’un des 
nombres w, vi\ mW &c. évanouiroit,&le nombre trouvé fe rédui- 
roit à zéro; ce qui ne feroit plus la mefure de la probabilité, mais une 
certitude completrc, 

2 1. Pour en donner un exemple, fuppofons qu’il y ait une lot- 
terie compose de s claffes, chacune renfermant ioooobillers: &dont 
lt première contienne iooo prix, la féconde 2000, la troifieme 3000, 
la quatrième 4000, de la cinquième 5000. Nous aurons donc l — 
ioooo, Scies nombres des billets qui perdent dans chaque claffe feront: 

«"5000; 8000 ; 000; ^^“ 5000 ; w^“5ooo. 

Et partant le nombre des billets qui pafferont par toutes les J claffes, 
fans rien gagner, fera conformément aux réglés de la probabilité 
9000. /ô 1 tV tu- t^s ~ r 5 1 2 ; ou bien on peut eftimer qu’il 
n’y aura que ijii billets qui perdront dans toutes les j dsffes; donc il 
eft probable que de tous les 1 0000 billets il y en aura 848 8 qui tire- 
reront quelque prix dans une ou plufieurs claffes. Par conféquenr, 
pour ceux qui s’intérciTeroient dans cette lotterié , on peut dire que la 
probabilité eft ou flfé) qu’ils ne pafféronr point par toutes 

les y claffes fans rien gagner. 
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